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Understanding of Explosive Percolation Transitions 

in a Unified Framework

Young Sul CHO and Byungnam KAHNG

A percolation transition is the emergence of a spanning clus-

ter between two opposite sides of a system and is known to 

be a prototypical example of a non-equilibrium phase tran-

sition in a disordered system. This topic was introduced in 

the mathematical literature in 1957 and has been studied 

intensively in mathematics and physics since. The percola-

tion transition is known to be a continuous transition. In the 

mean-field limit, the percolation transition may be regarded 

as the emergence of a giant cluster in a random graph. In 

2009, a new model of the explosive percolation transition 

was introduced, in which the growth of a larger cluster is 

suppressed, with the system then being able to undergo an 

abrupt phase transition. However, the order of the explosive 

percolation transition has not been clarified yet. Here, we in-

troduce a stochastic model that enables us to understand 

the mechanism underneath the explosive percolation tran-

sition and to clarify its order in a unified framework covering 

from low dimensions to the mean-field limit.

여과 전이(percolation transition)는 유클리드 공간에서 격자

점 또는 연결선에 도체와 부도체가 p와 1-p의 확률로 존재할 

때 p가 임계점 pc보다 큰 경우에 서로 반대편의 끝을 연결하

는 도체로 연결된 클러스터가 생성되는 것을 의미한다.[1] 이때 

물질은 부도체에서 도체로 상전이를 일으킨다. 이와 같은 여과 

전이 모형은 컴퓨터 시뮬레이션 상에서는 도체를 나타내는 

occupied bond를 하나씩 무작위로 붙여가면서 서로 반대편의 

가장자리를 연결하는 클러스터가 만들어지면 여과 전이가 일어

나는 것으로 생각할 수 있다. 이와 같은 시뮬레이션을 수행하

는 과정을 자세히 들여다보면 초기에는 작은 클러스터만 생성

되지만 시간이 흐르면서 클러스터들이 생성, 성장 및 합병

(merging)하는 현상이 일어나게 된다.

여과 전이는 다른 열역학 평형계 모형의 상전이 현상과 같

이 보편적 성질을 가지고 있다. 즉 site percolation과 bond 

percolation 임계현상은 차이가 없고 또 격자의 모양에 무관하

다. 그러나 클러스터가 놓여있는 공간 차원은 임계현상에 영향

을 미친다. Upper critical dimension이 6차원이라 알려져 있

으며 이 차원을 넘어서는 임계현상은 차원에 무관하게 된다. 

공간 차원이 무한대가 되면 격자 구조는 의미가 없어지고 평

균장 이론이 적용된다. 이 경우에는 여과 전이는 ‘반대편 양쪽

을 연결하는 클러스터가 형성되는지 여부’보다는 ‘거시적 스케

일의 클러스터가 형성되는지 여부’로 개념이 바뀌게 된다. 이 

관점은 전염병의 전파, 사회 네트워크에서 의견의 형성 등을 

연구할 때 이용되고 있다.[2,3] 

평균장 이론이 적용되는 경우 여과 전이에 대한 모델로 에르

되스-레니가 소개한 무작위 그래프(random graph) 모델이 있

다.[4] 이 모델은 먼저 개의 노드들이 모두 고립된 초기 상태

로부터, 매 시간마다 한 쌍의 노드들을 무작위하게 골라 연결

선(link)을 붙이는 식으로 성장한다. 붙여진 링크 수가 증가함

에 따라 클러스터들이 성장하는데, 임계점을 도달하면 거시적 

스케일의 대형 클러스터가 형성된다. 임계점을 넘어서 좀 더 

링크를 붙여나가면 대형 클러스터의 크기는 점점 더 연속적으

로 성장을 하게 된다. 즉 여과 전이는 연속 상전이이다. 이에 

대한 임계지수 값도 평균장이론에 따르는 임계지수 값과 같다.

여과 전이에 대한 연구는 오랫동안 연구되어온 주제이며 불

연속 여과 전이의 가능성에 대한 호기심이 계속해서 발생하게 

되었고 원래의 모형을 변형한 모형에서 불연속 여과 전이를 

일으키는 예도 있었다. 2009년 Achlioptas (수학자, 컴퓨터 공

학자), D’Souza (물리학자), Spencer (수학자)는 수학 커뮤니티
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Fig. 1. (a) Schematic diagram of SCA model at tc ‹t ‹tc2. (b) 

Schematic diagram of SCA model at t = tc2. Quoted from Ref. [19].
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에서 잘 알려진 Achlioptas process를 무작위 그래프 모형에 

적용시키는 작업을 수행하였다.[5-7] 이 모형은 무작위 그래프의 

진화 과정 중에서 임의의 한 쌍의 노드를 선택하는 것이 아니

라 두 쌍의 노드를 선택하여 각각에 대하여 가상적으로 링크

를 붙일 때 얻어지는 클러스터의 크기들을 구하고 서로 비교

하여 작은 경우에만 실제로 링크를 붙여가는 모형이다. 즉 더 

큰 클러스터가 만들어지는 것을 억제시키고 작은 클러스터가 

만들어지도록 유도한 모형이다. Science지에 발표된 그들의 결

과는 다음과 같다. 임계점은 늦어지고 임계점에서 폭발적으로 

대형 클러스터가 형성된다는 것이다. 이러한 결과로부터 ‘폭발

적 여과 전이’라는 이름이 유래했다. 이러한 발견은 많은 관심

을 끌었고, 동기화 문제, 인터넷 전송 문제 등에서도 비슷한 

연구가 진행되었다.[8-18]

폭발적 여과 전이가 시스템 사이즈가 무한대로 가는 열역학 

극한에서 진정으로 불연속 전이인지 아니면 연속 전이로 귀착되

는지에 대한 의문이 대두되었다.[9-12] 유한한 시스템 사이즈의 수

치적 결과만 가지고는 폭발적 여과 전이 현상이 연속인지 불연

속인지에 대한 판단이 될 수 없을 정도로, 폭발적 여과 전이의 

성질은 여러 가지 물리량에 대한 성질과, 모형의 세부적인 룰에 

따라 변하는 것을 알 수 있었다.[13-16] 평균장 영역이 아닌 유클

리드 공간에서의 폭발적 여과 전이도 연속인지 불연속인지도 아

직 밝혀지지 않았다. 수치 분석에 따르면, 저차원의 유클리드 공

간에서는 불연속 전이의 특징을 보이는 듯하였다. 따라서 폭발

적 여과 전이에 대한 이론적인 규명이 필요한 상황이었다.

연결 클러스터의 형성을 억제하는 모델

본 연구에서는 Achlioptas process의 기본적인 아이디어를 

살리면서 많은 사람들이 연구에 집착하였던 모형을 과감히 폐

지하고 새로운 관점에서 폭발적 여과 전이에 대한 연구를 수

행하고자 하였다.[19] 우선 여과 전이의 기본적인 아이디어를 살

리기 위해 저차원의 유클리디언 공간에서 Achlioptas process 

의 아이디어를 살리는 여과 전이 모형을 고안했다. 서두에서 

서술한 바와 같이 매 시간마다 무작위로 도체 연결선을 붙이

는 과정을 일반화하여 m개의 도체 연결선 후보를 뽑고 그 중

에서 유클리드 공간의 마주보는 두 면 사이를 연결하는 클러

스터를 형성시키는 도체 연결선 후보는 배제시키고 나머지 후

보에서 랜덤하게 골라 연결선을 붙이는 과정을 반복하는 모델

을 만들었다. 이 모형을 spanning cluster avoiding (SCA) 모

델이라고 부르기로 하였다. 우리는 이러한 SCA 모델에서 보이

는 폭발적 여과 전이 현상을 해석적인 방법을 이용하여 상전

이 성질을 구할 수 있었다. 또한 이 결과를 이용하여 upper 

critical dimension 이상에서 상전이 현상을 이해할 수 있었다. 

SCA 모델은 유클리드 공간에서 정의되는 모델이다. 차원 

공간에서 링크가 하나도 없는 상태에서 시작하는데, 총 Nb=
dN= dLd개의 채워지지 않은 링크 공간이 존재한다. 이 모델

에서는 다리본드(bridge bond)라는 개념이 사용되는데, 다리본

드는 연결되었을 때 시스템의 서로 반대편 양면을 연결하는 

클러스터를 형성시키는 본드를 의미한다. 이 모델은 링크가 붙

여지면서 성장하는데, 붙여진 링크 수는  tNb으로 표기된다. 

여기서 t는 시간을 나타낸다. 이때 링크는 다음과 같은 규칙을 

따라서 붙여진다. 매 시간 m개의 링크 후보를 고른 뒤에, 그 

중에 다리본드가 아닌 링크가 하나라도 있으면, 그러한 본드들 

중 하나를 무작위하게 골라서 연결시킨다. 하지만 어떤 순간에 

모든 본드들이 다리본드일 경우가 있는데 이때는 이 링크들 

중 하나를 무작위하게 골라서 연결시킨다. 이 순간에 비로소 
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Fig. 2. Simulation data of SCA model. (a) Gm (t) vs t. (b) Hysteresis

curve of Gm (t) vs t. (c) tcm vs L. (d) tcm ‒ tc vs L. (e) 1 ‒ tcm vs L. 

Quoted from Ref. [19].

Fig. 3. Simulation data of SCA model. (a) Plot of the giant and sec-

ond largest clusters just before the percolation threshold t c
‒
m for m

= 4. (b) Cluster-size distribution ns vs s at t c
‒
m. Quoted from Ref. [19].

연결하는 여과 클러스터가 형성되는데, 이때 달린 링크 수를 

 으로 표기한다 (그림 1).

SCA 모델에서의 상전이 유형

SCA 모델에서의 질서매개변수(order parameter) Gm는 

전체 노드들 중 연결하는 클러스터에 속하는 노드들의 비율을 

의미한다. 따라서  tcm일 때는 Gm 이고,  tcm일 때

는 Gm 이다. 먼저 우리는 SCA 모델에서 시뮬레이션 연

산을 수행하였다.  일 때, 이 모델은 유클리드 공간에서 

무작위하게 성장하는 문제와 같아진다. 하지만 일 때, 연

결하는 클러스터가 형성되는 것을 억제하는 효과가 추가되면서 

tc1tcttcm에서는 연결하는 클러스터가 형성되지 않아서 

Gm 이다가 tcm에서 Gm 의 값을 갖게 된다. 또

한  tcm일 때, Gm는 G1 곡선을 따르게 되는데, 연결

하는 클러스터가 생긴 이후에는 별도의 억제 조건을 받지 않기 

때문이다. 따라서 tcm에서 Gm(tcm) 만큼의 유한한 불연속을 보

이는 것을 알 수 있다. 역과정의 경우, Gm는 G1를 따라 

tc까지 돌아간다. 따라서 SCA 모델은 hysteresis curve를 형성

한다. 마지막으로 tcm(L)의  ,   의존성을 확인하였는데, 특정 

mc가 존재하고, mc의 경우, tcm(L)은 L이 커짐에 따라 

커졌으며, mc의 경우, tcm(L)은 L이 커짐에 따라 감소하

는 것을 확인하였다. 본 연구에서는 확률적인 방법을 통하여 

tcm(L)에 대한 식을 해석적으로 구할 수 있었고 시뮬레이션 결

과와 비교해 보니 잘 맞는 것을 확인하였다 (그림 2). 

다음은 tcm(L)의 해석적 결과를 소개하고자 한다. 우리는 tc
에서 성장을 시작했을 때, 연결하는 클러스터가 생길 확률이 

가장 높은 t를 구함으로써 tcm을 유도하였다. 결과는 주어진 

공간 차원에서 mc(ddBB)을 만족하는 mc가 존재하며, 

mc일 때, tcmtc∼
으로 주어지고, mc일 때, 

1tcm∼
으로 주어진다. 또한   mc일 때, tctcmc

는  의존성이 없다. 여기에서 dBB는 다리 본드들의 프랙탈 

차원을 의미하고, 지수는 각각

  ,     

으로 구해진다. 따라서 ≥mc일 때, SCA 모델은 불연속 여

과 상전이를 보이고, mc일 때, 연속 상전이를 보이는 것

을 알 수 있다. 여기에서 중요한 것은 dc 6일 때, dBB

d이며, ≥dc 6일 때, ddBB을 만족한다는 것이다.[17] 따

라서 6차원이 자연스럽게 upper critical dimension이 된다. 6

차원 이상에서는 평균장 영역으로 취급할 수 있다. 따라서 평

균장 영역에서 mc→∞인 것을 의미한다. 이 결과는 무작위 

그래프 위에서의 폭발적인 여과 전이에서 곱 규칙 혹은 합 규

칙의 경우 mc→∞인 것과 일치한다. 평균장 극한의 이론적 

결과가 무작위 그래프 위에서의 여과 전이로 묘사될 수 있다

는 점을 이용하면, SCA 모델의 유한 차원에서의 결과가 폭발

적인 여과 문제에서의 상전이를 일반적인 차원에서 이해하는 

데 도움을 줄 수 있을 것이라고 생각할 수 있다.

곱 규칙에서의 폭발적 여과 전이 유형

우리는 SCA 모델에서의 결과를 통해 Achlioptas, D’Souza 

와 Spencer가 소개한 곱 룰(product rule)에서의 여과 전이 

문제를 이해하기 위해서 SCA 모델의 경우 여과하는 클러스터

가 생기기 직전의 클러스터들의 스냅샷을 찍어 보았다. 그리고 

mc의 경우, 전체 시스템이 두 개의 꽉 찬 클러스터로 쪼

개지는 것을 확인하였다 (그림 3). 우리는 불연속 여과 전이가 

전이 직전의 클러스터의 꽉 찬 정도와 관련이 있을 것이라고 

생각하였다. 

곱 룰 모델에서는 여과 전이 문제를 대형 클러스터의 등장

이라는 관점에서 접근한다. 이 모델의 성장 규칙은 다음과 같

다. 처음에 차원 유클리드 공간에서 링크가 하나도 없는 상

태에서 시작한다. 그리고 매순간 m개의 링크 후보를 고르며, 

m 개의 후보 중 연결시키는 두 클러스터의 곱이 가장 작은 
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Fig. 5. Simulation data of product rule. Ncl (t c
-
m) vs s in two dimen-

sional lattices (a) and random graphs (c). mc vs N in two dimensional

lattices (b) and random graphs (d). Quoted from Ref. [19].

Fig. 4. Simulation data of product rule. Snapshot of clusters at t c
‒
m

for m = 2 (a) and m = 30 (c). ns (t c
‒
m) vs s for m = 2 (b) and m = 30

(d). Quoted from Ref. [19].

링크 후보를 골라서 연결시킨다. 그럼 큰 클러스터의 성장이 

억제되며, 대형 클러스터가 연기된 임계점에서 폭발적으로 생

긴다. 우리는 먼저 시스템 사이즈 을 고정시켜 놓고, m을 

바꾸어 가면서 전이 직전의 클러스터 구조의 스냅샷을 찍어 

보았다. 그 결과 m이 작은 영역에서는 클러스터들이 꽉 찬 형

태를 띠지 않았지만 큰 영역에서는 클러스터들이 꽉 찬 형태

를 띠는 것을 확인할 수 있었다. 다음은 클러스터 크기 분포

를 측정하였는데, m이 작은 영역에서는 작은 클러스터와 큰 

클러스터가 공존하는 모습을 보였으며, m이 큰 영역에서는 

큰 클러스터들만 존재하며 크기가 비슷한 것을 확인할 수 있

었다 (그림 4). 마지막으로 전이 직전에 클러스터의 총 개수 


 가 시스템 사이즈 에 어떻게 의존하는지 관찰하였

다. 마찬가지로 주어진 시스템 사이즈 에 대해서 클러스터의 

총 개수의 경향성이 바뀌는 mc가 존재하였다. 또한 mc
∼ ln의 공식을 따르는 것을 확인하였다 (그림 5).

mc가 왜 mc∼ ln으로 주어지고, mc 전후로 바뀌는 성질

이 상전이의 종류와 어떻게 연결되는지 설명하기 위해 모델의 

성장 과정을 두 과정으로 나누어 보았다. 첫 번째 과정은 임계

점 전의 임의의 시간부터 임계점 바로 전까지 클러스터들이 

결합하는 과정이다. 그 임의시간에서는 큰 클러스터와 작은 클

러스터가 공존하고 있는 상태를 생각한다면, mc ln을 만족

할 때, 작은 클러스터들이 큰 클러스터와 결합하는 과정이 지

배적으로 발생하며, 결합 직전에 큰 클러스터만 남게 된다. 반

면에 mc ln인 경우는 임계점 직전까지에도 큰 클러스터와 

작은 클러스터가 공존하게 된다. 따라서 mc∼ ln이 유도된

다. 두 번째 과정은 꽉 찬 큰 클러스터들만 남았을 때, 순식간

에 결합해서 불연속 여과 전이를 일으키는 과정이다. 클러스터 

분포(그림 4)에서 확인했을 때 알 수 있듯이, mc의 경우, 

큰 클러스터들의 크기는 매우 비슷하다. 따라서 결합 중에 클

러스터들의 크기는 동일하다는 가정을 쓸 수 있다. 초기 조건

을 
 에서 클러스터의 총 개수 

 ∼(  )으로 잡

으면, 간단한 계산을 통해 불연속 여과 전이를 유도할 수 있

다. 그리고 시뮬레이션 결과와 비교해서 잘 맞는 것을 확인하

였다. 마지막으로 곱 룰의 경우 공간 차원에 관계없이 mc
∼ ln와 같이 평균장 영역의 결론을 보이는 것을 알 수 있는

데 그 이유는 곱 룰의 경우 큰 클러스터들의 결합을 관여하는 

링크가 경계면에 존재하는 링크뿐 아니라 큰 클러스터들의 내

부에 속하는 링크도 포함되기 때문이다. 두 종류의 링크의 총 

개수는 공간 차원에 관계없이  이기 때문에 낮은 차원에

서도 평균장 영역의 행동을 보인다.

요약 및 향후 전망

이 연구에서는 큰 클러스터의 성장을 억제시키는 모델 대신

에 시스템의 반대편을 연결하는 클러스터의 생성을 억제시키는 

모델을 제시하여 기존의 폭발적인 여과 전이 문제의 명확한 이

해를 가능하게 하였다. 또한 곱 룰 및 합 룰 모델뿐만 아니라 

많은 불연속 여과 전이 모델들에 숨어 있는 메커니즘을 통일적

으로 설명할 수 있는 방법을 소개하였다. 마지막으로 SCA 모

델은 반대편 양면을 연결하는 클러스터와 같이 실제 실험과 연

관성 있는 질서 변수를 다루었기 때문에 앞으로 이 분야의 현

실적인 응용 가능성을 찾는데 큰 역할을 담당할 것으로 기대된

다. 또한 폭발적 여과 전이 모형이 비평형계 dynamic 모형에

서 일어나는 상전이 현상에 대한 것인데 이 분야에서 상전이 

보편성에 대한 연구는 아직 초기 단계이므로 본 연구에서 개발

한 방법을 통하여 후속적인 연구가 이어질 것으로 기대한다.


